
아르키메데스의업적 구의부피와겉넓이 포물선절단부의넓이 포물면의절단부 포물선의특성 포물면의특성 특성증명 참고문헌

아르키메데스와포물선의특성
제 1회무등수학강연회

김동수

전남대학교

2011년 9월 30일



아르키메데스의업적 구의부피와겉넓이 포물선절단부의넓이 포물면의절단부 포물선의특성 포물면의특성 특성증명 참고문헌

차례

1 아르키메데스의업적

2 구의부피와겉넓이

3 포물선절단부의넓이

4 포물면의절단부

5 포물선의특성

6 포물면의특성

7 특성증명

8 참고문헌



아르키메데스의업적 구의부피와겉넓이 포물선절단부의넓이 포물면의절단부 포물선의특성 포물면의특성 특성증명 참고문헌

아르키메데스의업적

Figure:삽화:연구하는할아버지
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스타인의책

Figure: The Method,팰림프세스트, 1906,이스탄불,하이베르그
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스타인

Figure:셔먼스타인
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아르키메데스의증명도구:지렛대의원리

Figure:지렛대의원리

거의모든분야에서지렛대의원리를활용함
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원기둥에내접하는구

Figure:비석에새겨진그림

구의부피

구의부피

원기둥의부피
=

4
3 πr3

πr2 ×2r
=

2
3
.

구의겉넓이

구의겉넓이

원기둥의겉넓이
=

4πr2

πr2 +πr2 +2πr×2r
=

2
3
.



아르키메데스의업적 구의부피와겉넓이 포물선절단부의넓이 포물면의절단부 포물선의특성 포물면의특성 특성증명 참고문헌

구의겉넓이

Figure:비석에새겨진그림

구의겉넓이

구의겉넓이

원기둥의겉넓이
=

4πr2

πr2 +πr2 +2πr×2r
=

2
3
.

(아르키메데스정리,등적도법의원리)
구를간격이 h인두평면으로자르면가운데부분의겉넓이는
항상같다 (2πrh).
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구면의특성

Figure:비석에새겨진그림

질문 1.볼록곡면 S를간격이 h인두평면으로자를때가운데
부분의겉넓이가항상같다면 S는구면인가?

정리 1 (김,김).볼록곡면 S를간격이 h인두평면으로자를때
가운데부분의겉넓이가항상같다면 S는구면이다.
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포물선절단부의넓이

Figure:포물선의절단부

아르키메데스정리

절단부의넓이

삼각형의넓이
=

4
3
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포물선절단부의넓이

Figure:포물선의절단부

포물선 y = ax2 위의두점 A(x1,y1),B(x2,y2)에대하여,
접선이직선 AB와나란한점 P(x3,y3)를구하면 x3 =

x1+x2
2 이다.

P를지나고축과나란한직선이현 AB와만나는점 V는 AB의
중점이다.



아르키메데스의업적 구의부피와겉넓이 포물선절단부의넓이 포물면의절단부 포물선의특성 포물면의특성 특성증명 참고문헌

포물선절단부의넓이

PV 의길이는다음과같다.

PV =
a
4
(x2 − x1)

2.

삼각형 ABP의넓이는다음과같다.

∆ABP =
a
8
(x2 − x1)

3.

절단부의넓이=사다리꼴의넓이 -포물선아래부분의넓이

1
2
(x2 − x1)(ax2

2 +ax2
1)−

∫ x2

x1

ax2dx =
a
6
(x2 − x1)

3.
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포물선절단부의넓이

아르키메데스는다음을증명하였다.

절단부의넓이는 PV3/2에비례한다.
실제로다음이성립한다.

절단부의넓이=
4

3
√

a
×PV3/2.

절단부의넓이는삼각형 ABP의넓이의 4
3이다.

절단부의넓이=
4
3
×∆ABP.
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포물선절단부의넓이,아르키메데스의방법

Figure:포물선의절단부
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포물선절단부의넓이,아르키메데스의방법

Figure:포물선의절단부
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아르키메데스의두가지증명방법

아르키메데스의두가지증명방법

역학에의한넓이

(지렛대의원리이용)

기하학에의한넓이

절단부를삼각형들로근사함.

무한등비급수의합을구하고이용.

절단부의넓이= ∆ABP{1+
1
4
+

1
42 +

1
43 + · · ·}= 4

3
×{∆ABP}.
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아르키메데스의증명방법

무한등비급수의합

1+
1
4
+

1
42 +

1
43 + · · ·+ 1

4n + · · ·= 4
3
.

아르키메데스는다음식을증명하고이용.

(1) 1+
1
4
+

1
42 +

1
43 + · · ·+ 1

4n−1 +
1
4n +

1
3
× 1

4n =
4
3
.

(1)의증명.

1
4n +

1
3
× 1

4n = (1+
1
3
)× 1

4n =
1
3
× 1

4n−1 .

1
4n−1 +

1
3
× 1

4n−1 = (1+
1
3
)× 1

4n−1 =
1
3
× 1

4n−2 .

...

1+
1
4
+

1
3
× 1

4
= 1+

1
3
=

4
3
.
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그림으로증명하기 (Proofs without words)

무한등비급수의합 (Mabry, Math. Magazine 1999년 2월호)

1+
1
4
+

1
42 +

1
43 + · · ·+ 1

4n + · · ·= 4
3
.

Figure: 1
4 +

1
42 +

1
43 + · · ·+ 1

4n + · · ·= 1
3
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회전포물면의절단부

Figure:회전포물면의절단부

원기둥과비교

절단부의부피=
1
2
×원기둥의부피
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포물면의절단부

Figure:포물면의절단부

회전포물면 z = a(x2 + y2)을평면 Π로자른절단면은타원이다.
접평면이평면 Π와나란한점을 P라하자.

P를지나고축에나란한직선이평면 Π와만나는점을 V 라하면
V 는타원의중심이다.
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포물면의절단부의부피

아르키메데스는다음을증명하였다.

절단부의부피는 PV2에비례한다.

절단부의부피= k×PV2.

절단부의부피는타원뿔의부피의 3
2이다.

절단부의부피=
3
2
×{타원뿔의부피}.

절단부의부피=
1
2
×{타원기둥의부피}.
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포물선의특성

질문 2.다음성질을만족하는볼록곡선 C : y = f (x)는
포물선뿐인가?

임의의점 P에서접선과나란한 C의현 AB에대하여 P를지나고
y축에나란한직선이현 AB와만나는점을 V 라고하면다음이
성립한다.

절단부의넓이= k×PV
3
2 .

질문 3.다음성질을만족하는볼록곡선 C는포물선뿐인가?

임의의점 P에서접선과나란한 C의현 AB에대하여다음이
성립한다.

절단부의넓이=
4
3
×∆ABP.

다음이성립함을보일수있다.

질문 3 →질문 2
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포물선의특성

정리 2 (김,김).다음성질을만족하는볼록곡선 C : y = f (x)는
포물선뿐이다.

임의의점 P에서접선과나란한 C의현 AB에대하여 P를지나고
y축에나란한직선이현 AB와만나는점을 V 라고하면다음이
성립한다.

절단부의넓이= k×PV
3
2 .

정리 3 (김,김).다음성질을만족하는볼록곡선 C는
포물선뿐이다.

임의의점 P에서접선과나란한 C 의현 AB에대하여다음이
성립한다.

절단부의넓이=
4
3
×∆ABP.
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포물면의특성

질문 4.다음성질을만족하는볼록곡면 S : z = f (x,y)는
포물면뿐인가?

임의의점 P에서접평면과나란한 S의절단평면 Π에대하여 P
를지나고 z축에나란한직선이절단평면 Π와만나는점을 V
라고하면다음이성립한다.

절단부의부피= k×PV2.

질문 5.다음성질을만족하는볼록곡면 S는포물면뿐인가?

임의의점 P에서접평면과나란한 S의절단평면 Π에대하여

다음이성립한다.

절단부의부피=
3
2
×뿔의부피.

다음이성립함을보일수있다.

질문 5 →질문 4
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타원포물면의특성

정리 4 (김,김).다음성질을만족하는볼록곡면 S : z = f (x,y)는
타원포물면뿐이다.

임의의점 P에서접평면과나란한 S의절단평면 Π에대하여 P
를지나고 z축에나란한직선이절단평면 Π와만나는점을 V
라고하면다음이성립한다.

절단부의부피= k×PV2.

추측.다음성질을만족하는볼록곡면 S는타원포물면뿐이다.

임의의점 P에서접평면과나란한 S의절단평면 Π에대하여

다음이성립한다.

절단부의부피=
3
2
×뿔의부피.
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포물선의특성증명

보조정리 1.점 P에서접선과나란한 C 의현 AB에대하여, h를 P
에서현 AB에이르는거리라하고다음과같이정의하자.

SP(h) =절단부의넓이, lP(h) =현AB의길이.

다음식이성립한다.

S′P(h) = lP(h),

lim
h→0

lP(h)√
h

=
2
√

2√
κ(P)

.

여기서 κ(P)는 P에서곡선 C 의곡률이다.

위식은볼록평면곡선의곡률에대한새로운해석이다.

κ(P) = 8{dl2P(h)
dh

(0)}−1.
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포물선의특성증명

C의한점 A를고정하고 A에서접선을 x-축으로하는좌표계를
생각하면곡선 C는국소적으로그래프 y = f (x)가된다.

보조정리 2.임의의점 P(x, f (x))에대하여, P에서접선과현 AB
가나란하게되는점을 B(g(x), f (g(x)))라고하면다음식이
성립한다.

f (g(x)) = f ′(x)g(x),

g(x)2f ′′(x) = 8{xf ′(x)− f (x)},

g(x)2f ′(x) =
4
3
{xf ′(x)− f (x)}g(x)+2

∫ g(x)

0
f (t)dt.

증명. P에서현 AB까지의거리를 h라고하면,가정과보조정리 1
에의해다음을알수있다.

SP(h) =
2
3

hlP(h), lP(h) = C(P)
√

h, C(P) =
2
√

2√
κ(P)

.

이식들을이용하여증명한다.
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포물선의특성증명

정리 3의증명.위의식에서함수 f를소거하면다음식을구할수
있다.

g(x)g′(x)−6g(x)+8x = 0.

이미분방정식을풀면다음과같다.

g(x) = 2x, 4x,
4cx+1−

√
4cx+1

c
.

g(x) = 2x이면 f (x) = ax2이므로 C는포물선이다.

g(x) = 4x이면 f (x)는존재하지않는다.

g(x) = 4cx+1−
√

4cx+1
c 이면

f (x) = d(2cx+1)−d
√

4cx+1이므로 C는다음의포물선이다.

4c2d2x2 −4cdxy+ y2 −2dy = 0.
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포물면의특성증명

보조정리 3.임의의점 P에서접평면과나란한볼록곡면 S의
절단평면 Π에대하여 P에서평면 Π까지의거리를 h라고하면
다음이성립한다.

VP(h) =절단부의부피, AP(h) =절단면의넓이,

V ′
P(h) = AP(h),

lim
h→0

AP(h)
h

=
2π√
K(P)

.

여기서 K(P)는 P에서볼록곡면 S의가우스곡률이다.

위식은볼록곡면의가우스곡률에대한새로운해석이다.

K(P) =
4π2

{A′
P(0)}2 .

보조정리 3과몽쥬암페어방정식의해에대한정리를이용하여
정리 4를증명할수있다.
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추측에대하여

보조정리 3.임의의점 P에서접평면과나란한볼록곡면 S의
절단평면 Π에대하여 P에서평면 Π까지의거리를 h라고하면
다음이성립한다.

VP(h) =절단부의부피, AP(h) =절단면의넓이,

V ′
P(h) = AP(h),

lim
h→0

AP(h)
h

=
2π√
K(P)

.

여기서 K(P)는 P에서볼록곡면 S의가우스곡률이다.

보조정리 3외에참신한아이디어가 ......
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